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1. はじめに 
 拡散現象はいたるところでみられる現象である．たと
えば煙草の煙が薄まりながら広がる現象から 2011 年の
福島第一原子力発電所での事故による放射性物質の拡散
のような様々なスケールの拡散現象がある．この拡散現
象を記述する方程式の導出には Fick の法則(勾配則)の
ような決定論的な方法と Chapman-Kolmogorov の等式で
表される確率論的な方法がある．しかし，これらの方法
から導出される移流拡散方程式はある一つのスケールの
拡散しか表現できていないと考えられる．これは拡散項
が一つの拡散係数で表されているためである．複数の拡
散校の足し合わせで表されていても片方の拡散係数のス
ケールが遥かに大きいことからスケールの大きい方の一
つの拡散係数で議論されている．しかし，スケールの大
きい方の一つの拡散係数を用いた移流拡散方程式の解は
瞬間的に観測される濃度を表現できないことが問題であ
る． 日野の流体力学 1)には移流拡散方程式の拡散係数は
テイラー型の固定源からの拡散理論の関係式をテイラー
理論(一粒子拡散)における分散𝜎2(𝑇)，相対幅拡散の二
乗𝜎𝑐
2(𝑇)，トレーサー粒子は雲(群)の重心の拡散幅の分
散𝜎𝑟
2(𝑇)として式(1)で表している． 
 𝜎2(𝑇) = 𝜎𝑐
2(𝑇) +
1
2
𝜎𝑟
2(𝑇) ・・・(1)  
そこで本研究では拡散現象を確率論的な現象と考え，
確率過程のマルコフ性を仮定し1.分子運動を表すWiene
r過程に加えてある時間毎に一回発生する乱れ(Wiener過
程)を用いて複数の乱れスケールを考慮した移流拡散方
程式を導出．2.その解について考察をした．この移流拡
散方程式の基本拡散の解がそれぞれのスケールでの移流
拡散方程式の基本拡散の解の畳み込み積分で表されるこ
とが明らかになった．高濃度が観測される分布を逆解析
により求められるため，平滑化の基準が必要となる．そ
こで平滑化の基準を表す新たな理論を導出した．この理
論はシステムの入力と出力が線形であるシステムに普遍
的に適応できるので降雨流出現象に応用した例を示した． 
2. 乱れの階層性を考慮した移流拡散方程式 
2-1 乱れの階層性を考慮した移流拡散方程式の導出 
一次元空間において 1 個の粒子の位置についてマルコフ
性を仮定すると，この粒子の空間座標 x は dtを微小時間
増分値として (2)式で表せる． 
 x(t + dt) = x(t) + dx(t) ・・・(2)  
(2)式の右辺第二項は空間座標 x の微小時間増分であり，
dx(t)を(3)式と定義する． 
dx(𝑡) = 𝑔(𝑥(𝑡))𝑑𝑡 
              +𝜎0(𝑥(𝑡))𝑑𝑤0(𝑡, 𝑑𝑡) 
              +δ1𝜎1(𝑥(𝑡))𝑑𝑤1(𝑡, 𝛼𝑑𝑡) 
・・・(3)  
𝑔(𝑥(𝑡)) = 0のとき (2)式と(3)式で表される粒子の挙動
の模式図が図 1 に示すとおりである． 
 
図 1 粒子の挙動の模式図 
従来の移流拡散方程式の導出には左辺と右辺第一，二
項からなる空間座標 x の微小時間増分が用いられている．
本研究では従来の位置の微小時間増分を表す式に(3)式の
右辺第三項を加えた．この第三項は α 回に一回発生する乱
れを表している．右辺第二項が分子拡散を表している項と
すれば，右辺の第三項は分子拡散よりも大きい時間スケー
ルの乱れを表しているといえる．この確率過程のそれぞれ
の項について， (3)式の第一項の𝑔(𝑥(𝑡))はドリフト項と
呼ばれ，決定論的な挙動を表す項である．𝜎0(𝑥(𝑡))と
𝜎1(𝑥(𝑡))はそれぞれ時間変化し，一般に𝑥(𝑡)の関数であ
る標準偏差項である．𝑑𝑤0(𝑡, 𝑑𝑡)と𝑑𝑤1(𝑡, 𝛼𝑑𝑡)は Wiener
過程であり，(4)式と(5)式で定義されるそれぞれ平均 0,
分散 dt,，平均 0，分散𝛼𝑑𝑡の Gauss 分布に従う乱数であ
る．(3)式の右辺第三項のδ1はある時間毎に起こることを
t
x(t)
x(t)の流跡線
Wiener過程
ある時間毎に起こる乱れ
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ある時間αdt
dt t t+dt
x(t)
表している．以降𝑑𝑤0(𝑡, 𝑑𝑡)と𝑑𝑤1(𝑡, 𝛼𝑑𝑡)をそれぞれ
𝑑𝑤0(𝑡)，𝑑𝑤1(𝑡)と記す． 
 dw(t) ≡ w(t + ∆t) − w(t) ・・・(4)  
(4)式の w(t)は{𝜉𝑛}𝑛=1
𝑁−1は時間(a,b)間をN 等分したとき、平
均 0 で標準偏差√dt = √(𝑏 − 𝑎)/𝑁の互いに独立な N-1
個の正規確率変数 N(0,dt)である．このとき n=1,2,3,….と
したときに(5)式を満たす．  
 
w(t𝑛) ≡ w(𝑡0) + ∑ 𝜉𝑛
𝑛
𝑖=1
 ・・・(5)  
したがって，以下の(6)式が成立する．  
 dw(t𝑛) = 𝜉𝑛 ・・・(6)  
(6)式より，dw(t)は期待値をとると以下のようになる． 
 E[dw(t)] = E[dw(𝑡𝑛)] = E[𝜉𝑛] = 0 ・・・(7)  
 E[dw(t)2] = E[dw(𝑡𝑛)
2] = E[𝜉𝑛
2]
= (b − a)
1
𝑁
= 𝑑𝑡 
・・・(8)  
また，t ≠ sに対して(9)式を満たす． 
E[dw(t) 𝑑𝑤(𝑠)] = E[dw(𝑡𝑛) dw(𝑡𝑚)]
= E[𝜉𝑛𝜉𝑚] = 0 
・・・(9)  
空間座標x(t)の増分が(3)式の様に右辺のドリフト項と確
率増分の様に表されるとき，伊藤の確率微分方程式は式
(6)で表せる． 
x(t) = ∑{𝑔(𝑥(𝑡))𝑑𝑠 + 𝜎0(𝑥(𝑠))𝑑𝑤0(𝑠, 𝑑𝑡)
𝑠≤𝑇
+ δ1𝜎1(𝑠(𝑡))𝑑𝑤1(𝑠, 𝛼𝑑𝑡)} 
・・・(10)  
 (6)式で記述される伊藤の確率微分方程式について，x(t)の
関数であるf(x(t))について，f(x(t + dt))をx(t)の周りでテ
イラー展開をすると以下の式が得られる． 
df(x(t)) =
f ′(x(t))dx(t) +
1
2
𝑓′′(𝑥(𝑡)) 𝑑𝑥(𝑡)𝑑𝑥(𝑡)] +
1
6
𝑓′′(𝑥(𝑡)) 𝑑𝑥(𝑡)𝑑𝑥(𝑡)𝑑𝑥(𝑡) + ・・・  
・・・(11)  
一方で任意の空間座標 x の微小時間増分 
dx(t) = y(t)dt + z(t)dω1(t)に対して 
dx(t)2を計算すると (12)式が成立する． 
 dx(t)2 = z(t)2𝑑𝑤(𝑡)2 + 𝑂(𝑑𝑡) ・・・(12)  
伊藤の補題によりdw0(𝑡)
2 = 𝑑𝑡 ,dw1(𝑡)
2 = 𝛼𝑑𝑡である
ため(12)式は(13)式となる． 
 dx(t)2 = z(t)2𝑑𝑡 + 𝑂(𝑑𝑡) ・・・(13)  
(12)式より n≧3 のときdx(t)𝑛 = 0となることが分かる． 
したがって，dx(t)2は(13)式より(14)式で表される． 
 dx(t)2
= 𝜎0(𝑥(𝑡))
2
𝑑𝑡 + δ1𝜎1(𝑥(𝑡))
2
𝑑𝑡
+ 2δ1𝜎0(𝑥(𝑡))𝜎1(𝑥(𝑡))𝑑𝑤0(𝑡)𝑑𝑤1(𝑡)
+ 𝑂(𝑑𝑡) 
dx(t)𝑛 = 𝑂(𝑑𝑡)     𝑛 = 3,4,5 … 
・・・(14)  
(3)式と(14)式を(11)式に代入すると(15)式が得られる． 
df(x(t)) = 
{
f ′(x(t))g(x(t))
+
1
2
𝑓′′(𝑥(𝑡)) (𝜎0(𝑥(𝑡))
2
+ 2δ1𝜎1(𝑥(𝑡))
2
)
} dt 
+f ′(x(t)){𝜎0(𝑥(𝑡))𝑑𝑤0(𝑡)
+ δ1𝜎1(𝑥(𝑡))𝑑𝑤1(𝑡) } 
・・・(15)  
𝑞(𝑥(𝑡))を確率変数，𝑞(𝑟)は任意の二次以上の関数，
𝑝(𝑟, 𝑡)を粒子の確率密度関数とすると (15)式に期待値の
定理を当てはめることにより(16)式が得られる． 
 
E[𝑞(𝑥(𝑡))] = ∫ 𝑞(𝑟)𝑝(𝑟, 𝑡)𝑑𝑟
∞
∞
 ・・・(16)  
(16)式の両辺の時間微分をとると(17)式が得られる． 
 𝑑
𝑑𝑡
E[𝑞(𝑥(𝑡))] =
𝑑
𝑑𝑡
∫ 𝑞(𝑟)𝑝(𝑟, 𝑡)𝑑𝑟
∞
∞
 ・・・(17)  
(17)式の左辺についてエルゴード性を仮定すると時間微
分のアンサンブル平均とアンサンブル平均の時間微分が
等しくなりため，(18)式を満たす． 
 𝑑
𝑑𝑡
E[𝑞(𝑥(𝑡))] = E [
𝑑𝑞(𝑥(𝑡))
𝑑𝑡
] ・・・(18)  
(18)式の q(x(t))に(15)式を代入すると，Wiener過程につい
て(7)式となるため，(19)式が得られる． 
 𝑑
𝑑𝑡
E[q(𝑥(𝑡))]
= E [q′(x(t))g(x(t))
+
1
2
q′′(𝑥(𝑡)){𝜎0
2(𝑥(t)) + 𝜎1
2(𝑥(t))}] 
・・・(19)  
(19)式に(16)式の期待値の定理を用い，粒子のアンサンブ
ル平均をとることで(20)式が得られる． 
𝑑
𝑑𝑡
E[q(𝑥(𝑡))] = 
∫ {
q′(r)g(r)
+
1
2
𝑞′′(𝑟){𝜎0
2(𝑟) + 𝜎1
2(𝑟)}
}
∞
−∞
𝑝(𝑟, 𝑡)𝑑𝑟 
・・・(20)  
また，(17)式の右辺は(21)式とかける． 
𝑑
𝑑𝑡
∫ 𝑞(𝑟)𝑝(𝑟, 𝑡)𝑑𝑟 = ∫ 𝑞(𝑥)
𝜕𝑝(𝑟, 𝑡)
𝜕𝑡
𝑑𝑟
∞
−∞
∞
−∞
 ・・・(21)  
(21)式と(20)式はそれぞれ(17)式の右辺と左辺であるため，
(22)式が得られる． 
∫ 𝑞(𝑥)
𝜕𝑝(𝑟, 𝑡)
𝜕𝑡
𝑑𝑟
∞
−∞
   
= ∫ {𝑞′(r)g(r) +
1
2
𝑞′′(𝑟)𝜎0
2(𝑟)}
∞
−∞
𝑝(𝑟, 𝑡)𝑑𝑟 
・・・(22)  
(22)式の右辺第一項と第二項について部分積分を行い展
開すると(23)式が得られる． 
 
 
∫ 𝑞(𝑥)
𝜕𝑝(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑡
𝑑𝑟
∞
−∞
 
  
= ∫ {𝑞(𝑟)
𝜕(𝑔(𝑟)𝑝(𝑟, 𝑡))
𝜕𝑟
∞
−∞
+
1
2
𝑞(𝑟)
𝜕2((𝜎02(𝑟) + 𝜎12(𝑟))𝑝(𝑟, 𝑡))
𝜕𝑟2
} 𝑑𝑟 
・・・(23)  
(x,t)で q(r)は任意の関数であるため， (23)式から(24)式が
得られる 
𝜕𝑝(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑡
= −
𝜕
𝜕𝑡
{𝑔(𝑥)𝑝(𝑥, 𝑡)} 
+
1
2
𝜕2
𝜕𝑥2
{((𝜎0
2(𝑥) + 𝜎1
2(𝑥))𝑝(𝑥, 𝑡))} 
・・・(24)  
この(24)式が二つの乱れスケールの拡散係数を含む複数
の乱れスケールを考慮した移流拡散方程式である．拡散
係数に着目すると，二つの拡散係数の二乗の和の形にな
っていることが分かる．この式の右辺第二項を
𝜎0
2(𝑥) + 𝜎1
2(𝑥) = 𝜎2(𝑥)とおき右辺を展開すると (25)
式が得られる． 
𝜕𝑝
𝜕𝑡
+
𝜕
𝜕𝑥
{(𝑔(𝑥) −
1
2
𝜕𝜎2
𝜕𝑥
) 𝑝} =
𝜕
𝜕𝑥
(
𝜎2
2
𝜕𝑝
𝜕𝑥
) ・・・(25)  
(25)式から，拡散係数の空間変化は移流項に入ることが
わかる．つまり移流項に拡散の一部が入ることを意味す
る．これは拡散係数が分布することにより生じる拡散は
予測可能であることを示している． 
2-2 乱れの階層性を考慮した移流拡散方程式の基本解 
二次元空間の拡散現象において x 方向に一様流速 u，y
方向には拡散しないとすると，瞬間的に点源から放出さ
れた物質の濃度は(26)式で表される．この解は Robert に
より導かれたためRobert の解と呼ばれている． 
𝐶(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 
𝑄
(4𝜋𝑡)
3
2
1
𝛫
3
2
𝑒𝑥𝑝 [−
1
4𝑡
(
(𝑥 − 𝑈𝑡)2
𝛫
+
𝑦2
𝛫
)] ・・・(26)  
この解の観測時間 t を∞にしたときの解は近似的に
Gauss 分布で表される．したがって導出した移流拡散方
程式 (24)式は観測時間∞のとき，解は(27)式で表される． 
𝑝(𝑥, 𝑦) =
1
√2𝜋(𝜎02 + 𝜎12)
𝑦
𝑢
𝑒
−
𝑥2
2(𝜎02+𝜎12)
𝑦
𝑢 ・・・(27)  
この解は二つの Gauss 分布の畳み込み積分の形をしてい
ることが分かる．つまり粒子は小さい方の乱れスケール
で拡散し，その濃度分布の軸が分散の大きい方の分布に
従いながら拡散していくことがわかる．以降u=1 として
議論する．任意の地点で観測される物質の濃度Cについ
て，濃度𝐶∗以上が観測される割合は，瞬間に観測される
濃度分布で濃度𝐶∗が観測される軸からのずれ幅𝜉∗を用い
て求めることができる．図 2 のように任意の点で基準の
濃度となるときにとる確率を求めればよい．つまり観測
位置を x，軸の分布である𝑓1(𝑥)の x=-∞からの累積確率を
P(x)として(28)式で求められる． 
∫ 𝑓1
𝑥+𝜉∗
𝑥−𝜉∗
𝑑𝑥 = 𝑃(𝑥 + 𝜉∗) − 𝑃(𝑥 − 𝜉∗) ・・・(28)  
この解は金融工学で用いられるBlack-Scholes方程式の解
の一部でもある 2)． 
 
図 2 x=0での基準とする濃度𝐶∗以上のＣが観測される
割合 
また，観測点の位置と基準とする濃度をそれぞれ軸の
確率密度分布の分散に対しての比と瞬間に観測される濃
度分布の分散に対しての濃度𝐶∗が観測される軸からのず
れ幅𝜉∗の比で無次元化することで，ある任意の点で基準
とする濃度𝐶∗以上の値が観測される割合を示したものが
図 3 である． 
 
図 3 𝜎0 = 1，𝜎1 = 7のとき任意の地点 xで任意の基準
濃度𝐶∗以上の濃度が観測時間内に観測される割合 
前頁図 3 の縦軸は下に行くほど基準とする濃度𝐶∗を高
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くした場合に相当し，横軸は軸の確率密度分布の中心か
らの観測点の位置である．色が薄いほど長い時間観測さ
れるということを意味している．この図から，軸の分布
の期待値からはずれるほど高濃度を観測する時間は短く
なるが，少ない割合であるが高濃度を観測するというこ
とが分かる．図 4 は𝜉∗/𝜎0相当の濃度以上が全観測時間Ｔ
に占める割合をプロットしたものである． 
 
図 4 𝜎0 = 1, 𝜎1 = 7のときに濃度𝜉∗/𝜎0相当以上の濃度
が全観測時間 Tのうちに占める割合 
この図から軸の分布の期待値から離れるほど高濃度が観
測される時間の割合が小さいことがわかる． 
3. 新しい不確定性理論の導出 
軸の分布は観測時間∞のときの濃度分布と瞬間の濃度
分布から推定することができる．この推定から得られる
軸の分布が振動することが考えらえる．そこで本研究で
は軸の分布を平滑化する理論を導出した． 
 𝑓 = 𝑓0 ∗ 𝑓1 ・・・(29)  
流出に寄与する降雨の降雨量 r(t)と流出高q(t)が線形の関
係であるときには(30)式を用いて流出高 q(t)を畳み込み
積分で表せる． 
 
𝑞(t) = ∫ 𝑟(𝜏)𝐻(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏
𝑡
0
 ・・・(30)  
式(29)と式(30)は同じ畳み込み積分であるため，以降は中
間発表で行った降雨流出の式を用いて不確定性理論を導
出する．まず応答関数H(t)の期待値?̅?を(31)式で定義する． 
 
?̅? = ∫ 𝑡𝐻(𝑡)𝑑𝑡
∞
−∞
 ・・・(31)  
(31)式は(32)式と書き換えられる． 
 
1 = ∫ 𝐻(𝑡)𝑑𝑡 = ∫ (𝑡 − ?̅?)′𝐻(𝑡)𝑑𝑡
∞
−∞
∞
−∞
 ・・・(32)  
(28)式を𝐻(∞) = 0として部分積分し両辺を二乗すると
(28)式が得られる． 
 (1 − ?̅?𝐻(0))
2
= (−2 ∫ (𝑡 − ?̅?)√𝐻(𝑡)
𝑑√𝐻(𝑡)
𝑑𝑡
𝑑𝑡
∞
−∞
)
2
 
・・・(33)  
(34)式のCauchy-Schwartzの不等式に f(x)= (𝑡 − ?̅?)√𝐻(𝑡)，
g(x)= 2
𝑑√𝐻(𝑡)
𝑑𝑡
を代入することにより(35)式が得られる． 
[∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥]
2
≤ ∫ 𝑓2(𝑥)𝑑𝑥 ∫ 𝑔2(𝑥)𝑑𝑥 ・・・(34)  
 
(1 − ?̅?𝐻(0))
2
≤ ∫ (𝑡 − ?̅?)2𝐻(𝑡)𝑑𝑡
∞
−∞
∙ 4 ∫ (
𝑑√𝐻(𝑡)
𝑑𝑡
)
2
𝑑𝑡
∞
−∞
 
・・・(35)  
(34)式のうち右辺は H(t)の期待値周りの分散と Fisher の
情報量と等価である応答関数のギザギザの度合Bの席で
あるため，この式は(35)式に書き換えることができる． 
 𝜎𝐻
2 ∙ 𝐵?̅? ≥ (1 − ?̅?𝐻(0))
2
 ・・・(36)  
この(34)式は線形応答システムの不確定性を意味してい
る．この式を応答関数のギザギザの度合である𝐵?̅?につい
て式変形すると(35)式が得られる． 
 
𝐵?̅? ≥
(1 − ?̅?𝐻(0))
2
𝜎𝐻2
 ・・・(37)  
この𝜎𝐻
2は対象とする物理現象によりある程度の値は決
まる．つまり𝜎𝐻
2を既知とすれば推定から求まるギザギ
ザの度合𝐵?̅?を最小とする応答関数を求めることができ
ることがわかる． 
4. まとめ 
（１）分子拡散を意味するWinner 過程に時間スケールの
大きい乱れを意味する Winner 過程を加えた確率過程か
ら伊藤の補題と期待値の定理を用いて二つの階層性のあ
る乱れを考慮した移流拡散方程式を導出した．この点源
拡散の解はそれぞれの拡散スケールでの拡散方程式の点
源拡散の解である Gauss 分布のたたみこみで表されるこ
とが分かった． 
（２）畳み込み積分で表される線形応答システムの逆推
定で得られる応答関数について，応答関数の積分が 1に
なることを用いた平滑化の指標となる式を提案した． 
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